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EGYBEVAGO HAROMSZOGEK

Tétel: haromszogek egybevagosaganak alapesetei:

I. Ha két haromszogben egy-egy oldal és az
ezeken fekvo két-két szog egyenld, akkor a
két haromszog egybevago.

[I. Ha két haromszogben két-két oldal és az
altaluk kozbezart szog egyenlo, akkor a két
hiromszog egybevdgo.

III. Ha két haromszogben a hdrom oldal pa-
ronként egyenld, akkor a két haromszog
egybevago.

IV. Ha két haromszogben két-két oldal és ko-
ziiliik a nagyobbikkal szemben fekvo szog

egyenld, akkor a két haromszog egybeviago.

[

I1I.
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A Pitagorasz-tétel tirgyalasakor a 9. osztalyban mér megfigyeltiik,
hogy konnyen megjegyezheté kapcsolatok vannak egyes specidlis
haromszogekben 1évo szakaszok kozott:
- az a befogdjt, egyenld szdru derékszogli hdromszog dtfogdja
a+ 2 hosszisagu;

“/g a

- az a oldald, szabdlyos hiromszog magassdga: a->=

av?

N

i1

1. Egyenld szaru derékszogli haromszog atfogoja
Allitas: Az a befogoju, egyenlé szaru derékszogl haromszdg atfogdja av/2 hosszusagu.
Bizonyitas:

1. Mivel a haromszog egyenld szaru és derékszogl, mindkét befogoja a.

2. irjuk fel a Pitagorasz-tételt:

a? +a? = ¢
3. Vonjuk ossze az azonos tagokat:
2a% = ¢
4. Vonjunk négyzetgyokot mindkét oldalbol:
20> =¢

av2=c
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2. Szabalyos haromszog magassaga

V3

Allitas: Az a oldaly, szabalyos haromszég magassaga a5
Bizonyitas:
1. A szabalyos haromszog magassaga (m) merdleges az alapra, és felezi azt.
2. gy kapunk egy olyan derékszégli haromszéget, amelynek:
+ Befogoi: a magassag (m) és az alap fele E%}.
« Atfogoéja: a haromszog oldala (a).

3. Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt:

4. Fejezzik ki m2-et:

3a’
2
m- =
4
5. Vonjunk négyzetgyokot:
3a?
m = 4/ —
4
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1 = Egy korhoz egy kiilsé P pontbdl meghuztuk a

két érintojét. Igazold, hogy az érinté szakaszok
egyenlok! Melyik alapesetet hasznalhatod az in-
doklashoz?
(Emlékeztetoiil: érinté szakasznak hivjuk az érin-
ton a kiilsé pontot az érintési ponttal osszekotd
szakaszt; az érinté merdleges az érintési pontba
hazott sugarra.)

F

Ez egy klasszikus geometriai bizonyitas! A feladat arra kér, hogy igazold: egy kilsé pontbaol (P)

a korhoz hizott ket érintdszakasz (PFE és PF') hossza megegyezik.

Ehhez a haromszoégek egybevagoésagat fogjuk hasznalni.

A bizonyitas lépései

Ahhoz, hogy lassuk az Gsszefliggést, egészitsiik ki az abrat gondolatban: kossiik dssze a kor
kozeppontjat (A) a kilsé P ponttal! Ezzel ket derékszogll haromszoget kapunk: AEP /. és
AFPA.

1. Kozos oldal: Az AP szakasz mindket haromszognek kozos oldala (ez az atfogd).

2. Egyenld oldalak (sugarak): Az AE és AF szakaszok a kor sugarai (r), tehat AE = AF

3. Derékszdg: Az erintd merdleges az érintési pontba hlzott sugarra, igy mindket

haromszog derékszdgul (907 van az E és F' pontoknal).
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Melyik alapesetet hasznalhatjuk?
A ket derekszogl haromszog egybevago, mert megegyeznek:
» Az atfogojukban (AP).
s Egyik befogojukban (AE = AF = r).
Ez a haromszdgek egybevagosaganak az az esete, amikor két oldal és a nagyobbikkal

szemkozti sz0g megegyezik (Sszoldal-szog-oldal specialis esete derékszogl

haromszagekre).

Kovetkeztetés:
Mivel a két haromszog egybevago (AEP /M = AFP /), minden megfelelé oldaluk egyenld.
Ebbdl kivetkezik, hogy a harmadik oldaluk is ugyanakkora:

PE = PF
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2 = Az ABCD paralelogramma hdrom oldaldra az abra

szerint egy-egy négyzetet allitottunk.

a) Igazold, hogy O,BO, A = 0,A0, Al
(0O,, 0,, O, egy-egy négyzet kozéppontja.)
b) Igazold, hogy az O,0,0, /A egyenlo szari és
derékszogu!
a) lgazold, hogy O1B0> /s == (O3 AOo /!
A bizonyitashoz meg kell mutatnunk, hogy a két haromszog két oldala és a kozbezart szoge
megegyezik.

» Elsd oldalpar: Az (1 B és (O34 szakaszok. Az (01 a BC oldalra emelt négyzet
kozéppontja, az O pedig az AD oldalra emelté. Mivel ABC D paralelogramma, BC' =
AD. A négyzetek kbzéppontja és a cslics tavolsaga a négyzet oldalanak %Q—szerese,
tehat OB = O3 A.

s Masodik oldalpar: Az O» B és (05 A szakaszok. Mindkettd az AB oldalra emelt négyzet
kdzéppontjat koti 6ssze a negyzet csucsaival. Egy négyzetben a kdzéppont és a cslcsok

tavolsaga egyenld, igy Q2B = O A.
» Kozbezart szog: Jeloljuk a paralelogramma B csucsanal levd belsé szoget 3-val, az A
csucsnal levét pedig a-val. Tudjuk, hogy a« + 3 = 180°.
o« Az OBO,szog: 45° + 3 + 457 = 90° + 5.
s Az (05.A05 s206g: Itt a "kilsd" iranyba nézink. A teljes kor 360°. A haromszagon kivali
rész: 360° — (45° + a + 45°) = 270° — a. Mivel « = 180° — 3, ez
behelyettesitve: 270" — (180" — 3) = 90" + 5.

» A szogek tehat megegyeznek.

Mivel két oldal és a kbzbezart szog egyenld, a két haromszog egybevago: 01 B2/ =

03 A0, .
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b) Igazold, hogy az (0;(0,04 /. egyenld szari és derékszogd!
Ez az el6zé pont kozvetlen kovetkezmeénye:
1. Egyenld szaru: Mivel a két haromszag egybevago, a harmadik oldalaik is egyenloek:
(0102 = (203. Ez bizonyitja, hogy a haromszog egyenld szaru.

2. Derékszogli: Nézzik meg az (), pont korli elforgatast! Az egybevagosag miatt az
()1 B(Js /-t elforgatva pontosan megkapjuk az O3 A0s -et. Mivel az ()2 B és (02 A
szakaszok a négyzet kozéppontjabol a csucsokba futnak, a koztik lévé szog 90°. Ez az
elforgatas szoge is. Ha egy szakaszt (00-) 907 -kal elforgatunk a végpontja kordl, az 0j

szakasz ((J2()3) merdleges lesz az eredetire.

Tehat az 010203\ valoban egyenlé szaru és derékszogu.
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3 = Buvarok végeztek méréseket egy toban. 4 piros
boja jelezte a meriilési teriiletet. A bojak egy
20 m-es oldalt négyzet csucsaiban helyezkedtek
el.

a) Azegyik buvar a négyzet K kozéppontjaban fiig-
golegesen meriilt le Ggy, hogy ekkor az E pont-
ban, az A jelli bojatol 20 m volt a tavolsaga.

Mit mutatott a bavar mélységmérdje az E pont-
ban? (a keresett tavolsagot az abran x-szel jelol-
tiik)

b) Milyen mértani testtel irhatjuk le ezt a problé-

midt? Ennek mely alkotorészeit ismerjiik? Me-

lyik alkotorészét szamitottuk ki?

a) A buvar mélységének (x) kiszamitasa
A probléma megoldasahoz a Pitagorasz-tételt fogjuk hasznalni két lépésben.
1. A négyzet atlojanak fele (AK):

» A bojak egy 20 m oldalhosszusagl neégyzetet alkotnak.

« A négyzet atléja (AC) a Pitagorasz-tétellel: AC = /202 + 202 = /800 =
28, 28 m.

—
s Mivel K anegyzet kozéppontja, az AK tavolsag az atlo fele: AK = % =

/200 = 14,14 m.
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2. A meélység (r) meghatarozasa:

s A blvar fuggdlegesen merdlt le, igy az AK E haromszog egy derékszogl haromszog,

ahol a derékszag K -nal van.
+ Ebben a haromszdgben:
» Az atfogo AE = 20 m.
« Az egyik befogd AK = /200 m.
= A masik befogo a keresett mélység, x (K E szakasz).
» Pitagorasz-tetellel: z? + [V%)z = 20°
o 24+ 200 = 400
. 27 =200
x =+/200 ~ 14,14 m.

A blavar mélységmeérdje tehat kb. 14,14 métert mutatott.

b) A mértani test leirasa

Ezt a térbeli alakzatot egy szabalyos négyoldalu gulaval irhatjuk le.

Az alkotorészek beazonositasa:
* Ismert alkotorészek:
» Az alapél hossza (a = 20 m).
s« Az oldalel hossza (b = 20 m).
+ Kiszamitott alkotérész:

= A gula testmagassaga (m vagy x), ami a csucs (E) és az alaplap kozéppontja (K)

kozotti tavolsag.
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4 5. Egy masik bavér is a K pontbdl indult, de 6 25 m

mélyre merészkedett. Milyen tavol volt az egyes
bojaktol?

1. A vizszintes tavolsag (AK) meghatarozasa:
Ahogy az elozo feladatnal is lattuk, a bojak egy 20 m oldali négyzetet alkotnak. A négyzet
kozéppontja (K) és barmelyik csicsa (A, B, C vagy D) kozotti tavolsag az atlo fele:

Az 4tld hossza: /202 + 202 = +/800 = 28,28 m.
* Ennekafele: AK = Y50 — /200 ~ 14,14 m.
2. A bojatol mert tavolsag (y) kiszamitasa:

A buvar figgdlegesen merdlt le, igy az AK F haromszog derékszogu, ahol a derékszog a K

pontnal van.
s A haromszog egyik befogdja a vizszintes tavolsag: AK = +/200 m.
» A masik befogo a mélyseg: K F' = 25 m.

» Az atfogo a keresett tavolsag: y.

A Pitagorasz-tétel felirasa:
y? = 25% + (v/200)*

y? = 625 + 200
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y? =825

y =825 ~ 28,72 m

Valasz: A masodik buvar kordlbeldl 28,72 méter tavolsagra volt az egyes bojaktol a merulési

pontban.
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